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Anneaux et polynémes - TD 1

. Soit f: R — S un homomorphisme d’anneaux. Montrer que Imf est un sous-anneau de S.
. Soit f: R — S un homomorphisme d’anneaux. Montrer que Kerf est un idéal de R.

. Soit f: R — S un homomorphisme d’anneaux et soit J un idéal de S. Montrer que f~1(J)

est un idéal de R.

. Soit R un anneau avec Or # 1r. L’anneau R est un corps si et seulement si R a exactement

deux idéaux: {Ogr} et R.

. Soit f: R — S un homomorphisme d’anneaux. Si R est un corps, alors f est injectif.

. Soit f: R — S un homomorphisme d’anneaux. Si S est un anneau integre, alors Kerf est

un idéal premier de R.

. Montrer que Q[z]/(z — 1) = Q; Q[x]/(z%? — 1) = Q%; Q[x]/(2% + 1) = Q[i]. Déterminer si les
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idéaux (x — 1), (x2 — 1) et (2? + 1) sont premiers et/ou maximaux dans Q[xz].

. Montrer que R est un anneau integre si et seulement si R[x] est un anneau intégre. Montrer

que R[x] n’est jamais un corps, et déterminer ses éléments inversibles.

. Soit k un corps et soit f(z) € k[z] avec f(z) ¢ k. L’idéal (f(x)) est maximal si et seulement

si (f(z)) est premier, qui est vrai si et seulement si f(z) est irréductible dans k[z].

Soit k un corps et soit f(z) € k[z]. Montrer que si deg f(z) € {2,3} et f(z) n’a pas de
racines dans k, alors f(x) est irréductible dans k[x].

Soit f(z) € R[x]. Le polynéme f(z) est irréductible dans R[z] si et seulement si deg f(z) =1
ou deg f(z) =2 et f(x) n’a pas de racines réelles.

Soit f(x) = apx™ + ap_ 12" + -+ + a1z + ag € Z[x] avec a, # 0. S'il existe un nombre
premier p tel que
(i) p divise ag,a1,...,an-1,
(ii) p ne divise pas a,, et
(iii) p? ne divise pas ag,
alors f(x) est irréductible dans Q[z] (“critére de Eisenstein”).

Si R est un anneau avec carR = p ou p est un nombre premier, alors
(a+b)P =a? 4+ e (a—bP=0aP -0
pour tous a,b € R.

Si R est un anneau integre avec carR = p ol p est un nombre premier, alors ’application
(de Frobenius) F': R — R, a — aP est un monomorphisme.



